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ABSTRACT 
Etant donn6es deux projections pet  q dans une algbbre de Banach A r6elle ou 
complexe, qui appartiennent h la m6me composante connexe de l'ensemble P des 
projections de A, il existe un polynSme joignant pet  q dans P. On cherche le degr6 
minimum d'un tel polyn6me. On d6montre que s ip  - q est inversible, alors le degr6 
minimum est inf6rieur ou egal h 3. On 6tablit que ce rbsultat reste vrai, sans 
l'hypoth6se que p - q est inversible, dans le cas off A = J4,,(K) (K = R ou C), et on 
donne une interpr6tation g6om6trique de ce demier 6sultat pour A = ~2(K  ). 
INTRODUCTION 
Soit A une alg~bre de Banach (r~elle ou complexe); on note P l 'ensemble 
des projections de A : P = { p ~ A; p2 = p }. Soient pet  q deux ~16ments de 
la m~me composante connexe de P; J. Zemhnek et B. Aupetit  ont 6tabli qu'il 
existe un arc analytique qb joignant pet  q et dont l ' image est dans P [6, 1]; J. 
Esterle a ensuite prouv~ [3], que cet arc peut ~tre d~fini par un polyn6me, en 
d6montrant qu'il existe des 616ments u1, u 2 . . . . .  u n dans A, tels que: 
q=( l+Ul ) . . . ( l+u , )p (1 -u , ) . . . (1 -u l ) ,  avec u~=O.  
Si on pose, pour t ~ R ou C, 
(I)(t) = (1+ tu l ) ' "  (1+ tun)p(1- tun).." (1 -  tul), 
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alors ¢ ( t )~ P pour tout t, [car (1 - tu~) -1 = 1+ tu~], et 
¢P(O) = p, ¢(1)  = q. 
Si p et q sont deux projections telles que p + q - 1 est inversible (ce qui est 
vrai, en particulier, si l i p -  q[I < 1), alors pet  q sont dans la m6me com- 
posante connexe, et on peut prendre n = 2 avec pu 2 = 0. On a: 
O( t )  = (1 + tul ) (1 + tu2)p(1 - tu2)(1 - tu l )  
= (1 + tu l ) (1  + tu2)p(1  - tu ,  ) 
et done ¢ est Lm polyn6me de degr6 3 au plus [3]. Dans ee qui suit, nous 
montrons d 'abord (th6or~me 1) clue si p et q sont dans la m6me eomposante 
connexe de P (dans une alg~bre de Banach quelconque), et si, de plus, p - q 
est inversible, alors il existe un polyn6me ~, de degr6 3 au plus, qui a les  
m6mes propri6t6s que pr6e6demment. C'est le cas, par exemple, si q = 1 - p 
et si 1 - p est clans la m6me eomposante onnexe que p; dans ce eas, il n'y a 
pas de polyn6me ~ de degr6 strietement inf6rieur h 3. Nous eherehons 
ensuite h d6terminer un entier d le  plus petit possible tel que, quels clue 
soient p et q situ6s clans ta m6me eomposante connexe de P, fl existe tm 
polyn6me • de degr6 d au plus, tel que: ~( t )  ~ P pour tout t, ~(0) = p, 
~(1)  = q. 
Si A est une alg&bre de dimension finie (r6eUe ou complexe), et s ip  et q 
sont dans la m~me composante connexe de P, B. Aupetit T. J. Laffey et J. 
Zemb.nek ont montrb qu'il existe r ~ P tel que Ilq - rll < 1 et p + r - 1 
inversible [2, th6oreme 1, remarque 1]. On volt alors que d ~< 7; en effet on 
r6p6te, pour les couples pet  r, r et q, l 'argument utilis6 plus haut; fl existe 
u 1, uz, v 1, v 2 dans A tels clue: 
= - -  = o ,  pu2  = 0 ,  
et 
r = (1 + u 1)(1 + u2)p(1 - u2)(1 - u 1 ), 
q = (1+ 01) (1+ v2)r (1- -  V2)(1-- V 1). 
Le polynfime ~( t )  = (1 + tvl)(1 + w2)(1 + tul)(1 + tu2)p(1  - tuz ) (1  - 
tu l ) (1  - tv2)(1 - tv l )  ales propri~t6s requises, et d° (~)  ~ 7, car p(1 - tuz )  = 
p. Nous montrons (th~or~me 2) que si A = Jg , (R)  ou ~g,(C),  alors d = 3. 
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Enfin, nous donnons une interpretation g~om&rique de ce dernier r~stdtat 
pour A = J t '2(R ) [ouJ[2(C)],  en repr~sentant l 'ensemble rg~ de toutes les 
projections de rang un (seule composante connexe non triviale de P),  par tm 
hyperbolo' ide de r~volution dans K 3 (K=R ou C), ce qui permet de 
d&erminer  tous les polyn6mes de degr~ 2 ou de degr~ 3 reliant deux 
projections dans rg 1. 
CONNECTIONS POLYNOMIALES,  DANS UNE ALGEBRE DE BANACH 
QUELCONQUE,  ENTRE DEUX PROJECTIONS DONT 
LA D IFFERENCE EST INVERSIBLE 
THeOReMS. 1. Soit A une algkbre de Banach (rbelle ou complexe), et 
soient pet  q deux blbments de P tels que p - q est inversible. Alors pet  q sont 
situks dans la mkme composante connexe de Ps i  et seulement si il existe un 
klbrnent inversibIe o de A tel que q = apo -1 et dans ce cas, il existe un 
polynbme de degrb au plus 3, dp(t) = a o + alt + a2t 2 + a3 t3, (a i ~ A) tel 
que: ~( t )~P  pour tout t ( t~K=R ou C), d~(0)=p,  d~(1)=q. Si, en 
particulier, q = 1 - p, alors on a, obligatoirement a 3 -~ O. 
Preuve. Si p et q sont dans la m~me composante connexe de P, on sait 
qu'i l  existe u 1 . . . . .  u ,  dans A tels que: u~ = 0 et q = (1+ u l ) -  • • (1 + Un) p 
(1 - un) .  • • (1 - u l ) .  En posant a = (1+ u l ) -  • • (1+ Un) l'~galit~ pr~c~dente 
devient: q = opa -1. 
Supposons maintenant que p et q sont deux projections telles qu'fl existe 
un ~l~ment inversible o de A avec q = opo - l ,  et que p - q est inversible. 
Nous allons construire deux ~l~ments u et v tels que: 
uZ= v2=0,  pu=O,  q=( l+v) ( l+u)p(1 -u) (1 -v ) .  
Posons p '= 1 -  p; comme 1-  p ' -q  est inversible, on peut introduire 
l'~l~ment de Kovarik/9 = p'(1 - p ' -  q)-2q (voir [4] et [3]). On a les  ~galitbs: 
p'(1 - p ' -  q)2 = p,qp, = (1 - p ' -  q)Zp, 
q(1 - p ' -  q)2 = qp,q = (1 - p ' -  q)Zq. 
I1 en r6sulte que (1 - p ' -  q)2 et (1 - p ' -  q ) -2  commutent avec p '  et q, et 
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On a done: 
On a de plus, 
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p'=p'qp'(1-p'-q) 2=p'(1-p'-q)-2qp'-=Op', 
q=qlo'q(1-p'-q) 2=qp'(1-p'-q) Zq=qO. 
02=0, 
les relations +videntes: 0 = p'0 = Oq, ee qui entrgme, en 
(1 -  O)p = 1-  0, p0 = 0, p (1 -  0) = p. 
Soit x un 616ment queleonque de A; il admet la d6composition: 
x = (1 -  0 )x (1 -  0 )+ Ox(1- 0)+(1-  O)xO + OxO 
qui correspond h la d6eomposition de A en la somme direete: 
A = (1 -  0 )A(1 -  0 )+0,4(1 -  0 )+(1-  O)AO + 0_40. 
Repr6sentons x par la matriee 
{ (1 - O)x(1 - o) 
2 , Ox(a-o) 
On a: 
(1 - O)xO t
OxO ]" 
A 
hx=hfc(x ~ A,h ~ K); 
x+y=~+0,  
xu = ~O(x, u ~ A). 
De plus, si a, b, c, d appartiennent h A, on a: 
= ( (1 - o )~(~ - o)  (~ - 
Oh(l-O) 02  ¢°) 
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avec 
u = (1 - /9 )a (1  - /9 )+/9b(1  - /9 )+ (1 - e)¢e +/9d/9. 
Ceci pos~, passons h la construct ion de u et de v. On a: 
Posons: 
o) o=(o 
0 ' /gp 0 '  0 
( o 0) 
f i=  /9a(1 - /9 )  0 avec a~A;  
u v~rifie: 
I17)q ) 
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u 2 = 0, up = u,  pu = 0. 
La projection r = (1 + u)p(1  - u )  = p + u a une matr ice de la forme: 
(10 
r= Oa ' ( l -O)  avec a '=a+p.  
Consid~rons maintenant  l '~l~ment: 
( 1_0 
£= OB(1-O) avec f l ,~cA.  
Pour que x 2 = 0, il faut et il suffit que: 
Ofl(1-O)~,O=-O et (1 -0 )~0f l (1 -0 )=- (1 -0) .  
Montrons que les ~galit6s sont v~rffi~es i on prend:  fl = o, ~, = - o 1. En 
effet, des relations op = qo, po -1= o-lq,  et des relations entre O, p,q, il 
r~sulte: 
Oo = (Oq)o = gap, d'oh:  0o(1 -  O) =/90,  
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(1 -~)a  - l=(1 -9)po  '=(l-O)o-'q, 
(1 -  O)o-'O = (1 -  0)o 
~o( :  - 8 ) (  - o - - ' )0  = 0,,( - o 'a )  -- - 0 
(1 -  O)( - o-~)Oe(1- O) = - (1 -  O)o-ta(1- O) = - (1 -  0). 
Donc, si on pose 
on a; 
De plus: 
~ = (801(1--0) - (1 -_~)° -10) ,  
v 2= O. 
1 -0  
(1 -v )q( l+v)= 6(2o-oq0) (1 -9)  
Si on prend a tel que: a'  = a + p = 20 - oqo, on a: 
(1 -  v)q( l+ v)= r. 
D'ofl: 
o) 
q = (1+ v) r (1 -  v )= (1+ v) ( l+  u)p(1 -  u ) (1 -  v). 
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Posons: 
O(t )  = (1+ tv)(1 + tu)p(1 - tu)(1 - tv )= (1 + tv) (p  + tu)(1 - tv). 
On a: 
¢}(t) = a o + alt + a2t 2 + a3 t3 (a~ ~ A)  
et dp est tel que: dp(t)~ P pour tout t ~ K, ep(0)= p, dP(1)= q. I1 en r~sulte 
en particulier que pet  q sont dans la m~me composante connexe de P. 
Supposons que pet  1 - p sont dans la m~me composante connexe de P, 
et que ¢( t )~ P (pour tout t), ~(0)= p, ¢ (1)= 1 - p. Posons 
H(u)= 2dp( u + l ---~)- 1, 
On a: 
[n (u) ]Z=l  (pourtout u),  H( -1 )=2p-1 ,  H(1)=- (2p-1) .  
a 'u  2 Ces relations entrainent, sur les coefficients de H( u )= a" o + a'lu + e , les 
bgalit~s: a~) 2 = 1, a~ 2= 0, a~ = -a~), qui sont contradictoires. Donc si p et 
1 -p  sont dans la m~me composante connexe de P, il ne peut y avoir de 
polyn6me de degr~ strictement inf~rieur ~ 3 connectant p et 1 -  p; pet  
1 - p sont connect~s par un polynbme de degr~ 3. • 
CONNECTIONS POLYNOMIALES ENTRE PROJECTIONS DE ~. (R)  
OV ~n(C) 
TH~:OR~:ME 2. Soit P 1 'ensemble des projections de A = ~n(  K ) ( K = R 
ou C) (n ~ N). S ip  et q sont deux klkments de P, alors les conditions 
suivantes ont kquivalentes: 
(1) pet  q sont clans la m~rne composante connexe de P, 
(2) rang (p )= rang (q), 
(3) il existe (}: t --* a o + a lt + a2t z + a3t 3 avec rP( t ) ~ P pour tout t ~ K, 
¢P(0) = p, (I)(1) = q. De plus, si p -¢ 0 et p ~ 1, alors il existe q dans la mbme 
composante connexe que p dans P, tel qu'il n'existe pas de polynfme (} de 
degr~ infkrieur ~ 3, vkrifiant les conditions ci-dessus. 
Preuve (1 )~ (2): en effet, s ip  et q sont dans la m~me composante 
connexe, il existe o inversible tel que q = aqo-1 (cf. dbbut de la preuve du 
thborbme 1), donc pet  q sont de m~me rang. 
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(2)~ (3): identifions p et q 'h deux projections dans l 'ensemble des 
endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension n. 
Posons: to=l - (p  q )~=(p+q-1)  2 . 
D'apr6s le lemme de FiRing, appliqu6 h to 616ment de *~a(E), il existe 
k ~ N tel que E = Im(tok)~Ker(to k) avec Im(tok) = Ira(to k+l) et Ker(tok) = 
Ker(tok+l). Posons E l= Im(to k) et E2= Ker(tok); E 1 et E 2 sont invariants 
par pet  q, car to, et donc tok, commute avec p et q. 
Soient toi, ]9i, qi ( i  = 1,2), les restrictions de ~0, p, q k El; nous noterons 
toujours 1 la restriction de 1 h Ei; soit Pi rensemble des projections de E~. 
to1 = (P l  + q l -  1) 2 est inversible dans La(E1), il enest  de m6me pour 
Pl + ql - 1; donc, P le t  ql sont dans la m6me composante connexe de P1, et 
il existe (voir l' introduetion) un polyn6me dPl : t ~ a~ + a~t + a~t 2 + alt 3, 
[a~ ~ ~Z'(E1) ], tel que: ~ l ( t )  ~ el  pour tout t ~ K, ~1(0) = Pl, qbj(1)= ql. 
Darts .£a(E2), on a to~ = 0, il en r6sulte que: 1 - to2 = (P2 - q2) 2 est inversible, 
et p2 - q2 l'est aussi. 
De plus, P2 et q2 sont dans la m6me composante connexe de P2; en effet, 
puisque p = p1~gp2 et q = ql~q2 ont m6me rang (par hypoth6se), ainsi que 
Pl et q1 [car (1) ~ (2)], les deux projections P2 et q2 ont m6me rang; fl existe 
donc, puisque toute projection est diagonalisable, a 2 ~f~l'(E2) telle que 
q2 = °zP2O2-1; d'apr6s le th~or6me 1, il existe d92: t --, a~ + a~t + a~t 2 + a~t 3 
[a~ ~ L,e(E~)], tel que: ~}z(t)~ Pz pour tout t ~ K, ~9.(0) = p~, ~2(1) = q~. 
Posons ~( t )  = d~x(t)~2(t ) = (a~ga~)+(a~ a~)t + (a~a~)t  2 + (a~ 
2 3 a3)t ; (} v6rifie bien: qb(t)~ Plg~P2 c P pour tout t ~ K, ep(0) = pi~pz = p, 
• (1) = q~q2 = q; donc (2) =* (3). 
(3) ~ (1): 6vident. 
Montrons maintenant que 3 est le degr6 minimum. 
Soit p diff6rent de 0 et de 1, p ~ P; quitte h remplacer p par 1 - p, on 
peut supposer r=rang(p)>~n/2; sans restreindre la g6n6ralit6, nous 
prendrons p de la forme 
1 r O) 
P= 0 0 ' 
off I r est la matrice trait6 d'ordre r. 
Soit 
0 0); 
q= (0 I~ 
s'fl existait un polyn6me ~de degr6 inf6rieur ou 6gal k 2, avec ~( t )  ~ P pour 
tout t, ~(0)= p, ~(1)= q, la remarque faite h la fin de la d6monstration du 
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th6or~me 1 montre qu'fl existerait alors un polyn6me H tel que: 
H(u)=a+bu+cu 2, [H(u) ]Z=l  pourtout  u~K,  
H(  - 1)  = 2p  - 1, H(1)  = 2q  - 1; 
les deux derni~res relations entra~meraient: 
--In_ r 0 0 ) (0 0 0 
b = 0 0 0 et a + c = 0 I2r n 0 
0 0 In_ r 0 0 0 
(les z6ros repr6sentant des matrices carr6es nulles d'ordre n - r ou 2r - n). 
[H(u)]  ~ = 1 entrainerait: bc + cb = 0 et c 2 = 0, ce qui imposerait pour c la 
~oi ' Ine :  
C = 
oo ) 
0 /3 0 
a 0 0 
avec f l2=aT=ya=0 
d'oh 
a = 
0 0 
0 I2r , - /3  
- -a  0 
-3 '  
0 , 
0 
(! o o 
a 2= I2r_ n -2 /3  0 
0 0 
Comme necessairement a 2= 1, ceci est impossible. 
Donc, pour pet  q, le degr6 du polyn6me q9 constmit plus haut [~ existe 
car rang(p)= rang(q)], est exactement 3.
Ceci ach~ve la d6monstration du th6or~me 2. • 
INTERPRETAT ION GEOMETRIQUE DANS LE CASn = 2 
On consid~re c~1, composante connexe de P c ~/2(K)  (avee K = R ou 
C), diff6rente de {0} et de {1}. On a: 
((: b)o  } ~={p~P; rang(p)=l}= 1 -a  ; +bc-a=O . 
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~ est un sous-ensemble d  o~, sous-espace affi_ne de ~¢¢~(K) constitue par 
routes les matrices de trace 6gale h 1. Nous allons interpr&er g6om6trique- 
ment les ensembles ~1 et d~ ce qui nous permettra de pr6ciser tes r6sultats 
pr6c6dents, dans ce cas particulier. 
A. Reprbsentation de ~¢1 par un H~perbolo'ide de Rdvolution dans K 3 
On d6finit une bijection affine F de d~l sur K 3, telle que l'image de ~l es! 
un hyperboloide de r6volution (H)  d'6quation x2 + y~ - z ~ = 1, en posant: 
[ (c  a b ) l=(2a- l ,b+c ,b -c ) ;  F 1 a a,b ,c~K.  
(ac 1-ab )~cg  1 6qu ivauth(2a_ l )2+(b+c)2_ (b_c )2=l ,  donc F(C~i) 
= (H). Par cons&tuent, la recherche des polyn6mes de degr6 k, connectant 
dans ~1 deux ~16ments de ~'1, se ram~ne h la recherche des courbes de degrb 
k trac~es ur (H)  et passant par denx points de (H). Pour cette ~tude, nous 
utiliserons le groupe orthogonal G de la forme quadratique x2+ g2_  z 2, 
c'est-h-dire l'ensemble des trans|ormations lin6aires inversibles de K 3 qui 
transforment (H)  en lui,m~me. Si a ~ ~t~2(K), la correspondance p --, apo - l 
transforme ~¢1 en lui-m~me (cf. th6orbme 2), et m ~ oma -1 est une bijection 
affine de d~l sur hfi-m~me qui d6finit par cons6quent tm 616ment du groupe 
G. 
Posons 8: dl ~ d~l avec ci(m) = amo - l ,  m ~ ~1, et consid6rons G t = 
(~o~oF-a ;  ~ ~ ~¢~(K)}. 
LEMME. G 1 est le sous-groupe ( G + ) de G constitub par les transforma- 
tions orthogonales positives relatives i~ ta forme ¢p( x, g, z)  = x 2 + y2 _ zZ; en 
particulier, on a les  propribtbs: 
(1) G 1 opdre transitivement sur ( H). 
(2) Soit X 0 = (1,0,0); si Yl(xt, Yl, zl),  Y{ = (xl, Y~, z~) sont deux points 
de (H)  tels que x 1~ +_1, alors il existe M ~G 1, tel que M(Xo)=X 0, 
M(Y I )= YI". 
Preuve. F o # o F -1 est une bijection affine de K 3 dans lui-m6me qm 
invarie (0, 0, 0), et qui transforme (H)  en lui-m6me, donc F o # o F -  1 ~ G. I1 
est clair alors que G 1 est un sous-groupe de G (isomorphe au quotient de 
~'dz(K) par le sous-groupe des multiples non nuls de l'unit6). 
Montrons que F o # o F -1 est dans G +. D6signons par d~o le sous-espace 
vectoriel de .//2(K) des matrices de trace nulle, (d~0 = - ½ + d~l), par F '  et 
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les isomorphismes: 
et 
s: eo Co, = o o-' (m Co). 
I1 est clair que F o 6 o F -~ = F '  o 8 o F '  1; fl en r6sulte que det(F o 6 o F - l )  
= det(6); or, on salt que la transformation lin6aire: 
M ~ oMo- '  de ~g~(K)  dans ~ '~(K)  
a pour d6terminant 1; on voit ais6ment que sa restriction h l'ensemble des 
matrices de trace nulle est aussi de d6terminant 1. On a donc det (6 )= 1 et 
G1cG +. 
Soit M ~ G ÷ et X 1 = M(X0); il existe M 1 ~ G 1 tel que MI(X0) = X1; en 
effet, G 1 opbre transitivement sur (H)  car si X~, X~ ~ (H),  Pl = F l(X;), 
=F-11X '~ il existe o~ff~2(K ) tel que p2=op lo  1=6(p l ) ,  et donc P2 ~ 2J, 
X~ = F o 6 o F-I(X~). Posons M '= M{1.M; on a M '~ G + et M ' (Xo)= X o, 
M '  laisse donc invariant l'orthogonal (relatif h la forme qv) de X o, dont 
l'intersection avec de c6ne isotrope de ¢p est constitube des deux droites 
engendr6es par les vecteurs V 1 = (0,1,1) et V z - - - (0 , -  1,1); on dolt donc 
avoir, puisque M" ~ G+: M'(Vx)= ~VI(X ~ K * ) et M'(V2)=(1/~ )V2; on 
voit alors facflement que M '= F o 6 o F I avec 
0) 
et donc que M'~ Gx; par cons6quent, M ~ G 1. On a prouv6 que G~ = G +. 
La demibre assertion est imm6diate. 
B. Polynbmes de Degrd Infbrieur ou Egal d 2 Connectant Deux Projections 
darts ~1 
Nous utilisons l'interpr6tation g6om&rique pr6c6dente pour d6terminer 
dans quel cas deux projections de W 1 peuvent &re connect6es par au moins 
un polyn6me de degr6 2 (proposition 1), et pour expliciter l'ensemble de tels 
polyn6mes (proposition 2). 
I1/aut supposer (d'apr~s th6or~me 1) clue q 4= 1 - /9 .  
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PROPOSITION 1. Soient deux blbments pet  q de ~,  distincts, tels que 
q~l -p .  
(1) S ip -q  est non inversible, pet  q sont connectbs dans ~1 par un 
polynbme du ler degrk. 
(2) Sip  + q - 1 est non inversible, pet  q sont connectbs dans ~ par un 
et un seul polynbm~ du 2e degrk. 
(3) S ip  - q et p + q - 1 sont tous deux inversibles, et si K = C, pet  q 
sont connectbs dans ~f l par exactement deux poltlnSmes du 2e degrk distincts; 
si K = R, il en est de ~ si, en outre, det(p - q) < 0; si det(p - q) > 0, il 
n 'y  a pas de polynbme de degrk infbrieur ou ~gal it 2, coefficients dans 
J f  2(R ), connectant p et q. 
Preuve. I1 s'agit de rechercher les paraboles et les droites, trac~es sur 
(H) ,  qui passent par deux points donn6s, distincts, de (H).  En faisant agir tm 
616ment appropri6 du groupe G1, nous pouvons, d'aprbs le lemme, ramener 
l 'un des deux points de (H)  en X 0 = (1,0,0). L'autre point, X 1 = (x 1, Yl, zl ) 
doit &re suppos~ diff6rent de - X o = ( - 1,0,0), puisque q 4:1 - /9 .  On peut 
donc supposer que 
ix 0)et b) 
P= 0 0 c 1 -a  
avec 
aZ + bc = a x l+ l  
2 
Soit (~r) un plan passant par X0; notons ~ = (a, fl, 7) son vecteur normal. 
Pour que (Tr) coupe (H)  suivant une parabole, il hut  et il su/fit que ~ soit 
isotrope, et que (It) ne passe pas par (0, 0, 0). En ajoutant la condition que (Tr) 
dolt passer par X 1, on a le  systbme de conditions: 
a (x  1 - 1)+ ,By 1 + Tz 1 = O, 
a ~ +/3 ~ = ~,~, 
a4=O. 
(El) 
Recherchons les vecteurs (a,/3, T) qui satisfont (E), clans K 3. 
(1) Si x 1 = 1 (a = 1), (E) n'a pas de solution; c'est le cas o/1 X l - X 0 est 
isotrope, c'est-~-dire off X o et X 1 sont reli6s par une droite dans (H):  p et q 
CONNECTIONS ENTRE DEUX PROJECTIONS 127 
sont connect~s dans c~ 1 par un polyn6me du le degr~. Ce cas correspond h 
p - q non inversible, car det(p - q )= a - 1. 
(2) S ix  1 = - 1 (a = 0), (E) a une solution unique dans K3; c'est le cas off 
X x + X o est isotrope, c'est-h-dire o~ X 1 est reli+ h - X 0 par une droite de 
(H):  q et 1 - p sont connect+s dans 6~1 par un polyn6me du le degrb. Ce 
cas correspond h p + q - 1 non inversible, [det(p + q - 1)= - a]. 
(3) Si x 1 ~ + 1 (p - q et p + q - 1 inversibles), alors (E) a deux solutions 
non colin+aires dans K 3 avec K = C, et +galement avec K = R si en outre 
xl <1 [det (p -q )<0] ,  pas de solution dans K3 avec K=R si x l> l  
[det(p - q) > 0]. 
On obtient bien les r~sultats contenus dans la proposition 1. • 
Remarque. Le ler cas de la proposition 1 r~sttlte de l'~qttivalence, dans 
cg 1 c P c ~2(K) ,  des conditions (p - q)2 = 0 et p - q non inversible; en 
effet, dans une alg6bre quelconque, pour que deux projections pet  q soient 
connect~es dans P par une droite, il faut et il suffit que (p - q)Z = 0. On voit 
de plus que, toujours dans ~ l  c P c J /2 (K) ,  la condition: "p - q ou p + q - 1 
non inversible" [c'est-~t-dire ci (p - q)2 = 0 ou (p + q - 1) 2 = 0] ~qtfivaut ~t la 
condition pet  q simultan~ment triangtdarisables. Par ailleurs, la relation 
(p - q) (p + q - 1) = - (p + q - 1) (p - q) = pq - qp montre que (p - q)2 
= 0 ou (p + q - 1) 2 = 0 entra~me toujours (pq - qp)2 = 0. Pour A = ,//gn(K) 
avec n = 2 la r+ciproque st vraie. I1 y a donc ici bquivalence entre les deux 
premiers cas de la proposition 1 (p -q  ou p -q -  1 non inversible) et 
chacune des conditions uivantes: pq - pq nilpotent, pet  q simultanbment 
triangularisables. On voit imm6diatement que, pour A = Jr '  ,(K), avec n > 2, 
on peut avoir (pq -  pq)Z= 0 sans que ni p -  q, ni p + q -  1 soient nilpo- 
tents; de mbme, on peut avoir p -q  ou p + q -  1 non inversible, sans que 
pq - qp soit nflpotent. Par contre, les deux conditions: pq - qp nilpotent, p 
et q simultan~ment triangularisables sont 6qttivalentes pour n quelconque (cf. 
[5, p. 49, remarque 2]). 
L'auteur emercie le referee pour cette indication. 
Explicitons tous les  polyn6mes obtenus dans la proposition 1 par la 
construction suivante: 
Soit qgp.q = {u ~ ~2(K) ;  u z = 0 et q =(1+ u)p(1 - u)}. 
Si u ~ q/p,q, nous posons: dPu(t ) = (1 + tu)p(1 - tu), (pour tout t ~ K). 
Nous avons: ~( t )  ~ c~ 1 pour tout t, ~(0)  = p, ~,(1) = q. 
PROPOSITION 2. Deux klk'ments p et q de ~gl ktant tels que q ~ 1 - pet  
que p et q ne sont pas connect~s par un polynbme du le degrk (p -q  
inversible), la correspondance u ~ ~ est une bijection de qlp. q sur 1 'ensem- 
ble des polynbmes du 2e degr~ qui connectent 19 et q dans cg I. 
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Preuve. Nous ne diminuons pas la g~n6ralit6 en supposant 
0); 
on a alors 
a b ] ~1 et a 2+bc= 
q= c 1 a / '  
avec a a ,  
u ~ q/p, q si et settlement si 
(e d) 
u= - e2 /d  - e ' 
off (e ,d )~ K .2 v6rifie: 
eZ=l-a, -d(l+e)=b, eZ(1-e) 
d = -c  (S) 
si a =0,  (S) a une solution unique dans K .2 [Card(q/p.q)= 1]; si a :/:0 
(a ~ 1), (S) a deux solutions dans C .2 et darts R .2 (dans ce demier cas si 
a < 1), et alors Card(~p, o) = 2; si a > 1, (S) n'a pas de solution dans R*2 
[Card(~,  ~) = o]. 
Si u ~ ~p,q, nous avons d~u( t ) = ( - upu )t 2 +(up  - pu )t + p et d°(  ~u ) 
=2.  
Comme (I) u :~ (I) u, si u, u' ~ ~p. q avec u :~ u' (car upu ~ u 'pu ' )  nous 
avons bien le r6sultat annonc~. • 
C. Polynbmes de Degr~ 3 Connectant  dans 51, pet  1 -- p 
Nous supposons toujours que 
Pour connecter pet  1 -p  dans ~i, fl faut obligatoirement un polyn6me 
de degr~ 3 au moins, Pout construire un tel polymSme de degr~ 3 considbrons 
les ensembles 
~ i={(  0 0 ) ;a~K*}  et ~2={(  0 b ) ;b~K*  1. 
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(1) Si u ~ q/x nous avons u 2 = 0, pu = 0, up = u et (1 + tu)p(1 - tu) = 
p + tu pour tout t. 
(2) Si u ~ q/2 nous avons u 2 = 0, up = 0, pu = u et (1 + tu)p(1 - tu) = 
p - tu pour tout t. 
Pour chaque u ~ q/l, nous d6finissons 
tel que: 
1 a '  ) 
v= -1 /a '  -1  ' ou a '~K* ,  
(1+ v) ( l+  u)p(1 -  u ) (1 -  v )= 1 -  p; 
pour  cela nous prenons a '= - 2/a .  Nous posons alors: 
~u( t )  = (1 + tv)(1 + tu )p(1  - tu) (1 - tv) .  
Nous avons, (car v z = 0): ~u(t )  E ~1 pour tout t, qbu(0 ) = p, qbu(1) = 1 - pet  
d° (~u)  = 3. 
Pour chaque u ~ q/2 nous faisons la m~me construction avec 
-1  b ' )  
v= -1 /b '  1 off b '=b  
' 2 "  
PROPOSITION 3. La correspondance u ~ d~ u btablit une bijection de 
ag 1 U ql 2 sur l "ensemble de tous les polynbmes du 3e degrb connectant, dans 
~,  pet  1 -p .  
Preuve. D6terminons toutes les cubiques trac6es sur (H)  et passant par 
les points X o = (1,0,0) et - X x (correspondant par F h /9 et 1 - p). Posons 
V = (0t, f l ,  y ) ,  V ~ K 3, et cherchons de telles cubiques C v qui ont en outre le 
vecteur V pour direction asymptotique. S i t  ~ X( t )  = (x(t) ,  g(t), z ( t ) )  est 
l '6quation vectoriel le de C v, nous supposerons (quitte ~t faire une transforma- 
t ion affine sur le param&re) que X(0)= X o et X(1)= - X o. Par des calculs 
616mentaires exprimant l ' identitb x~(t)+ g2(t) - z2(t)  = 1, nous obtenons les 
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6quations de Cv: 
x(t)= 4t 3 -  6t 2 + 1, 
g( t ) = f lt 3 +(  - ~fl - ey )t ~ + ( ½fl + ey )t ,  
z ( t )= yt3( - 3,/_ efl )t 2 + (eft + ½7)t 
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avec 
e=_ l ,  
y2=16+f12. 
Nous voyons qu'fl existe tree cubique C v si et seulement si a = 4 et 
y2 = 16+ f12 (V isotrope); dans ce cas, f ly a exactement deux cubiques C vet  
C~. Par ailleurs, la cubique t --, F(O~ui(t)) obtenue n prenant 
[u,t ° °i] 
ales propri6t6s pr6c&lentes et son vecteur asymptotique est (4, a - 4 /a ,  - a 
-4 /a ) ;  donc pour a=( f l -T ) /2  nous obtenons Cv ou C~. On volt 
facilement qu'on obtient l'autre cubique en prenant --, F(¢~u~(t)) avec 
0 b) ou b = / /+7 
u2= 0 0 2 
(On peut constater par exemple que les vecteurs tangents en X o de ces deux 
cubiques ne sont pas eolin6aires). 
La proposition 3 est donc 6tablie. • 
Terminons par un r6sultat plus particulier. 
PROPOSITION 4. Soient p et q deux dl~nents de ~1 tels que q est distinct 
de pet  de 1 - p. I1 exist~ au moins un ~gn~ne ~(  t ) ~ ~t'2(K)[t ], de degr~ 
3, connectant p, 1 - p et q dana ¢gt c ' est-d-dire tel que: ~(  t ) ~ ~t  pour tout 
t ~ K, ~(0)= p, ~(1)= 1 -- p, et ~(tl)--- q pourun  certain t 1E K (diffbrent 
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de 0 et de 1). Plus prkcis~nent, 
(1) Si 19 - q ou 19 + q - 1 est non inversible, il existe un seul tel polyn6me. 
(2) S ip  - q et p - q - 1 sont inversibles et K = C, il en existe six. 
(3) S ip -q  et p + q -  1 sont inversibles et K = R, il en existe six si 
det (p  - q) < 0 et det(p + q - 1) < 0, et deux si det(p - q) > 0 ou det(p - q 
-1 )>0.  
Preuve. Supposons que 
p=(1 0)et q=(a 1-a " 
En langage g~om&fique nous avons ~t rechercher, sur (H) ,  les cubiques 
passant par X 0, - X 0, et tm 3e point distinct X 1 = (x 1, Yl, Zl). Pour celh nous 
utilisons les ~quations de la cubique C V [V=(4 ,  fi, T) isotrope] obtenues 
pr~c~demment, e  nous exprimons que pour t = t~ ( ~ 0 et 1), C v passe par 
X 1 • 
Pour x 1 = _1 ,  nous obtenons une seule valeur possible pour tl: ~ si 
x 1 = 1, - ½ si x 1 = - 1 et un settl vecteur possible pour V dans chacun de ces 
deux cas; donc, si x l=  1 (a = 1) et si Xx= -1  (a = 0), on obtient une 
cubique unique. Pour x 1 ~ + 1, nous pouvons simplifier en amenant le point 
X l dans le plan xoy  (et donc supposer z1 = 0) en faisant op~rer un 618ment 
du groupe G 1 (d'apr~s la 2e partie du lemme). On obtient 3 valeurs distinctes 
possibles pour tl, dans C, et ~t chacune de ces valeurs, correspondent deux 
vecteurs V distincts. On obtient six vecteurs V tous distincts et donc six 
cubiques passant par X 0, - X 0 et X 1. Pour K = R, les 3 valeurs de t I sont 
r~elles i - 1 < x 1 < 1 (0 < a < 1), et darts ce cas, il y a six cubiques r~elles. Si 
txl[ > 1, il y a une valeur de t 1 r~elle h laquelle correspond eux vecteurs V, 
d'o~a deux cubiques r~elles. La proposition 4 est &ablie. • 
Je remercie Jean Esterle qui m'a proposb le sujet de cet article et m'a 
apportb aide et conseils, ainsi que les membres du groupe de travail d'analyse 
de I'U.E.R. de Mathbmatiques et Informatique de l'Universitb de Bordeaux I. 
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